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پیشگفتار

نصب سیستم روی IranNastaliq و Yas فونت های و بالاتر یا TEXLive 2015 تک توزیع است لازم فایل این اجرای برای

Quick Build حالت در Run گزینه ی از فایل این باید ،Ph.D. Proposal.tex فایل در تغییر هرگونه انجام از پس باشند.

(شکل شود استفاده View PDF درحالت View گزینه ی از باید ،PDF صورت به خروجی مشاهده ی برای و گردد پردازش

گنجاندن به نیاز صورت در است. امکانپذیر نیز F7 و F1 کلیدهای فشردن با ترتیب به خروجی مشاهده ی و برنامه پردازش زیر).

گیرد. قرار Pictures پوشه ی در نظر مورد شکل فایل باید متن، در شکل

ویندوز، cmd محیط در texdoc lshort-persian دستور کردن وارد با می توان سیستم، روی TEXLive نصب از پس

کرد. فراخوانی را لاتک فارسی راهنمای فایل

آقانیانس آریس

١٣٩۵ شهریور تهران،

١



پژوهش پیشینه ی ١

رابطه ها و دکارتی حاصل ضرب لازم پیشنیازهای ١ . ١

زیرمجموعه ی یک Y اگر نامید. خواهیم نقاط را آن اعضای رساله، این سرتاسر در ما که است ناتهی مجموعه ای X کنید فرض

زبرمجموعه ی یک X) باشد X سره زیرمجموعه ی یک Y اگر و Y ⊆ X می نویسیم باشد)، Y زبرمجموعه ی یک X) باشد X

اصلی، عدد علاوه، به .Y ̸= X و Y ⊆ X که معناست بدان Y ⊂ X بنابراین .Y ⊂ X می نویسیم باشد)، Y سره

idX : X → X اینرو از می دهیم. نشان idX و P(X) ،card(X) با ترتیب به را X همانی نگاشت و توانی مجموعه ی

می شود. تعریف idX(x) = x ضابطه ی با x ∈ X هر برای

هستند، X از نقاطی آنها مؤلفه های که می شود تشکیل مرتبی زوج های همه ی از X × X دکارتی حاصل ضرب می دانیم

X روی رابطه یک خلاصه، طور به یا دوتایی رابطه ی یک آن زیرمجموعه ی هر و X ×X = {(x, y) : x, y ∈ X} یعنی،

است. X روی رابطه های همه ی خانواده ی P(X ×X) بنابراین می باشد.

نمادهای ریاضیات، در است. برابر مؤلفه های با مرتب زوج های همه ی از متشکل X ×X زیرمجموعه  ی ،X قطر از منظور

X قطر دادن نشان برای ∆(X) از رساله ، این سرتاسر در ما می روند. کار به ناتهی مجموعه ی یک قطر نمایش برای گوناگونی

بنابراین می کنیم. استفاده

∆(X) =
{
(x, x) ∈ X ×X : x ∈ X

}
= graph(idX)

است. X همانی نگاشت نمودار graph(idX) آن در که

شکل های به U ◦ V و U−١ نگاشت ها، ترکیب و وارون تعریف از الهام با آن گاه باشند، X روی رابطه دو V و U اگر

U−١ =
{
(x, y) ∈ X ×X : (y, x) ∈ U

}
و

U ◦ V =
{
(x, y) ∈ X ×X : ∃z ∈ X; (x, z) ∈ V, (z, y) ∈ U

}
نگاشتی f : X → X اگر ویژه، به می شوند. تعریف

U وارون و X قطر :١ شکل

graph(f)−١ = graph(f−١) آن گاه باشد، وارونپذیر

آن گاه باشند، دلخواه نگاشت دو f, g : X → X اگر و

همین به .graph(f ◦ g) = graph(f) ◦ graph(g)

V با U ترکیب و U وارون ترتیب به U ◦V و U−١ سبب،

برای ترکیب و وارون اعمال که است روشن می شوند. نامیده

هستند. نگاشت ها برای نظیر اعمال طبیعی تعمیم رابطه ها

نیمساز X ناتهی مجموعه ی یک قطر هندسی، دیدگاه از

و X × X دکارتی مختصات دستگاه در سوم و اول نواحی

٢



٣ پژوهش پیشینه ی ١

به نسبت صفحه در U بازتاب X روی U رابطه ی یک وارون

نیست. تعبیر قابل هندسی طبیعی مفاهیم با X روی رابطه دو ترکیب که می رسد نظر به متأسفانه، اما است. ∆(X)

رساله  این جای جای در که را رابطه ها ترکیب و وارون اعمال ویژگی های مهمترین و خاص حالات از شماری زیر گزاره ی دو

می سازند. روشن را عمل دو این بین ارتباط و می کنند بیان می گیرند، قرار استفاده مورد

صورت این در هستند. X روی رابطه دو V و U و است ناتهی مجموعه ای X کنید فرض .([٢.٠ قضیه ی ،۶]) گزاره ١ . ١

برقرارند: زیر عبارت های

.(X ×X)−١ = X ×X و ∆(X)−١ = ∆(X) ،∅−١ = ∅ (i

.(U−١)−١ = U (ii

.U−١ ⊆ V −١ آن گاه ،U ⊆ V اگر (iii

.(U ∩ V )−١ = U−١ ∩ V −١ و (U ∪ V )−١ = U−١ ∪ V −١ (iv

است. بدیهی (i برهان.

داریم وارون عمل تعریف بنابر (ii

(U−١)−١ =
{
(x, y) ∈ X ×X : (y, x) ∈ U−١} =

{
(x, y) ∈ X ×X : (x, y) ∈ U

}
= U.

.U−١ ⊆ V −١ اینرو از و (x, y) ∈ V −١ بنابراین .(y, x) ∈ U ⊆ V آن گاه ،(x, y) ∈ U−١ اگر (iii

داریم منظور این به است. مشابه دیگر تساوی اثبات می کنیم. ثابت را (اجتماع) نخست تساوی فقط (iv

(U ∪ V )−١ =
{
(x, y) ∈ X ×X : (y, x) ∈ U ∪ V

}
=

{
(x, y) ∈ X ×X : (y, x) ∈ U

}
∪
{
(x, y) ∈ X ×X : (y, x) ∈ V

}
= U−١ ∪ V −١.

این در هستند. X روی رابطه سه W و V ،U و است ناتهی مجموعه ای X کنید فرض .([٢.٠ قضیه ی ،۶]) گزاره ١ . ٢

برقرارند: زیر عبارت های صورت

.U ◦∆(X) = ∆(X) ◦ U = U و U ◦ ∅ = ∅ ◦ U = ∅ (i

.(U ◦ V ) ◦W = U ◦ (V ◦W ) (ii

.U ◦ U−١ ⊆ V ◦ V −١ و U ◦ U ⊆ V ◦ V آن گاه ،U ⊆ V اگر (iii

.U ⊆ U ◦ U−١ و U ⊆ U ◦ U آن گاه ،∆(X) ⊆ U اگر (iv

.(U ◦ V )−١ = V −١ ◦ U−١ (v



۴ پژوهش پیشینه ی ١

چون .(x, y) ∈ U کنید فرض دوم، دسته ی تساوی های اثبات برای بدیهی اند. نخست دسته ی تساوی های (i برهان.

و U ⊆ U ◦∆(X) اینرو از .(x, y) ∈ ∆(X) ◦ U و (x, y) ∈ U ◦∆(X) پس ،(x, x), (y, y) ∈ ∆(X)

.U ⊆ ∆(X) ◦ U

.(z, y) ∈ U و (x, z) ∈ ∆(X) که طوری به دارد وجود z ∈ X یک آن گاه ،(x, y) ∈ U ◦∆(X) اگر عکس، بر

یک آن گاه ،(x, y) ∈ ∆(X) ◦ U اگر همچنین، .U ◦∆(X) ⊆ U اینرو از .(x, y) ∈ U بنابراین و z = x پس

اینرو از .(x, y) ∈ U بنابراین و u = y پس .(u, y) ∈ ∆(X) و (x, u) ∈ U که طوری به دارد وجود u ∈ X

.∆(X) ◦ U ⊆ U

به .(z, y) ∈ U ◦ V و (x, z) ∈ W که طوری به دارد وجود z ∈ X یک آن گاه ،(x, y) ∈ (U ◦ V ) ◦W اگر (ii

اینرو از و (x, u) ∈ V ◦W بنابراین .(u, y) ∈ U و (z, u) ∈ V که طوری به دارد وجود نیز u ∈ X یک علاوه،

.(U ◦ V ) ◦W ⊆ U ◦ (V ◦W ) نتیجه، در .(x, y) ∈ U ◦ (V ◦W )

.(z, y) ∈ U و (x, z) ∈ V ◦W که طوری به دارد وجود z ∈ X یک آن گاه ،(x, y) ∈ U ◦(V ◦W ) اگر عکس، بر

از و (u, y) ∈ U ◦ V بنابراین .(u, z) ∈ V و (x, u) ∈ W که طوری به دارد وجود نیز u ∈ X یک علاوه، به

.U ◦ (V ◦W ) ⊆ (U ◦ V ) ◦W نتیجه، در .(x, y) ∈ (U ◦ V ) ◦W اینرو

وجود z ∈ X یک آن گاه ،(x, y) ∈ U ◦ U اگر است. مشابه دوم شمول اثبات می کنیم. ثابت را نخست شمول فقط (iii

.U ◦ U ⊆ V ◦ V اینرو از و (x, y) ∈ V ◦ V بنابراین .(x, z), (z, y) ∈ U ⊆ V که طوری به دارد

(x, x) ∈ و (x, x) ∈ ∆(X) ⊆ U داریم ١ . ١ گزاره ی (iii) و (i) بندهای و فرض طبق آن گاه ،(x, y) ∈ U اگر (iv

و U ⊆ U ◦ U اینرو از .(x, y) ∈ U ◦ U−١ و (x, y) ∈ U ◦ U بنابراین .∆(X) = ∆(X)−١ ⊆ U−١

.U ⊆ U ◦ U−١

(y, z) ∈ V که طوری به دارد وجود z ∈ X یک و (y, x) ∈ U ◦ V آن گاه ،(x, y) ∈ (U ◦ V )−١ اگر (v

نتیجه، در .(x, y) ∈ V −١ ◦ U−١ اینرو از و (x, z) ∈ U−١ و (z, y) ∈ V −١ بنابراین .(z, x) ∈ U و

.(U ◦ V )−١ ⊆ V −١ ◦ U−١

.(z, y) ∈ V −١ و (x, z) ∈ U−١ که طوری به دارد وجود z ∈ X یک آن گاه ،(x, y) ∈ V −١◦U−١ اگر عکس، بر

نتیجه، در .(x, y) ∈ (U ◦ V )−١ یعنی، ،(y, x) ∈ U ◦ V اینرو از و (y, z) ∈ V و (z, x) ∈ U بنابراین

.V −١ ◦ U−١ ⊆ (U ◦ V )−١

و (iv) ،(iii) بندهای و ١ . ١ لم (iv) بند می توان ریاضی، استقرای اصل کمک به ،١ . ٢ گزاره ی (ii) بند به توجه با تبصره. ١ . ٣

داد: تعمیم زیر شکل به را ١ . ٢ لم (v)

U ε١ ◦ · · · ◦ U εn ⊆ V ε١ ◦ · · · ◦ V εn داریم ε١, . . . , εn ∈ {±١} هر و n ≥ ٢ هر برای آن گاه ،U ⊆ V اگر •

.U ◦ · · · ◦ U︸ ︷︷ ︸
بار n

⊆ V ◦ · · · ◦ V︸ ︷︷ ︸
بار n

ویژه، به .V ١ = V و U١ = U آن در که

.U ◦ · · · ◦ U︸ ︷︷ ︸
بار n

⊆ U ◦ · · · ◦ U︸ ︷︷ ︸
بار m

داریم m ≥ n ≥ ٢ هر برای آن گاه ،∆(X) ⊆ U اگر •



۵ پژوهش پیشینه ی ١

داریم U١, . . . , Un ⊆ X ×X هر و n ≥ ٢ هر برای •

( n∪
i=١

Ui

)−١
=

n∪
i=١

U−١
i ,

( n∩
i=١

Ui

)−١
=

n∩
i=١

U−١
i و (U١ ◦ · · · ◦ Un)

−١ = U−١
n ◦ · · · ◦ U−١

١ .

در آنها جزئیات ذکر از هستند، ١ . ٢ و ١ . ١ گزاره های متناظر بندهای برهان های شبیه بسیار بالا عبارت های برهان های چون

می شود. خودداری نکته این

است. ١ . ٢ گزاره ی جالب پیامد یک زیر نتیجه ی

عضو با تکواره یک تشکیل ترکیب عمل با X روی رابطه های همه ی خانواده ی آن گاه باشد، ناتهی مجموعه ای X اگر نتیجه. ۴ . ١

می دهد. ∆(X) همانی

X روی رابطه های همه ی خانواده ی یعنی، است، X روی رابطه یک X روی رابطه ی دو هر ترکیب که است روشن برهان.

شرکتپذیر رابطه ها ترکیب عمل که می دهند نشان ترتیب به ١ . ٢ گزاره ی (i) و (ii) بندهای علاوه، به است. بسته ترکیب عمل تحت

است. ∆(X) همانی عضو با تکواره یک (P(X ×X), ◦) نتیجه، در می باشد. آن همانی عضو ∆(X) و است

گروه یک لزوماً (P(X ×X), ◦) یعنی، نباشد، قطر برابر خود وارون با رابطه یک ترکیب است ممکن انتظار، خلاف بر

،U = {(١, ١), (١, ٢)} و X = {١, ٢} اگر مثال، برای باشد. تهی ناتهی، رابطه ی دو ترکیب است ممکن همچنین، و نیست،

.V ◦ V = ∅ آن گاه ،V = {(١, ٢)} اگر و ،(١, ٢) /∈ ∆(X) ولی ،(١, ٢) ∈ U ◦ U−١ آن گاه

ویژگی  چهار بیان برای مناسبی ابزار رابطه ها ترکیب و وارون اعمال و ناتهی مجموعه ی یک قطر به مربوط نمادگذاری های

زیر عبارت های آن گاه باشد، X روی رابطه یک U و ناتهی مجموعه ای X اگر واقع، در هستند. ریاضی زبان به رابطه ها مهم

برقرارند:

(X)∆؛ ⊆ U اگر فقط و اگر دارد بازتابی ویژگی U رابطه ی •

U؛ = U−١ اگر فقط و اگر دارد تقارنی ویژگی U رابطه ی •

U؛ ∩ U−١ ⊆ ∆(X) اگر فقط و اگر دارد پادتقارنی ویژگی U رابطه ی •

.U ◦ U ⊆ U اگر فقط و اگر دارد ترایایی ویژگی U رابطه ی •

اگر فقط و اگر است هم ارزی رابطه ی یک U ،١ . ٢ گزاره ی (iv) بند و بالا عبارت های به توجه با

.U ∩U−١ ⊆ ∆(X) ⊆ U = U ◦U اگر فقط و اگر است جزئی ترتیب رابطه ی یک و ،∆(X) ⊆ U = U−١ = U ◦U

می باشد. (∆(X) (یعنی، تساوی رابطه ی جزئی، ترتیب هم و است هم ارزی هم که رابطه ای یگانه اینرو از



۶ پژوهش پیشینه ی ١

U تحت x نگاره ی :٢ شکل

همه ی مجموعه ی برابر U [x] آن گاه باشد، X روی رابطه یک U و x ∈ X اگر است. ناتهی مجموعه ای X کنید فرض

یعنی، می شود، تعریف x اول مؤلفه ی با U به متعلق مرتب زوج های دوم مؤلفه های

U [x] =
{
y ∈ X : (x, y) ∈ U

}
.

f : X → X اگر ویژه، به است. X × X توی به X از y 7→ (x, y) نگاشت تحت U وارون نگاره ی U [x] واقع، در

نامیده U تحت x نگاره ی U [x] اوقات گاهی سبب، همین به .(graph(f))[x] = {f(x)} آن گاه باشد، دلخواه نگاشتی

می شود.

نقطه یک نگاره ی ویژگی های مهمترین و خاص حالات از شماری گزاره این می رسانیم. پایان به زیر گزاره ی با را قسمت این

می کند. بیان را رابطه یک تحت

آن گاه باشند، X روی رابطه دو V و U و x ∈ X اگر است. ناتهی مجموعه ای X کنید فرض .([٢.٠ قضیه ی ،۶]) گزاره ۵ . ١

برقرارند: زیر عبارت های

.(X ×X)[x] = X و ∆(X)[x] = {x} ،∅[x] = ∅ (i

.U [x] ⊆ V [x] آن گاه ،U ⊆ V اگر (ii

.(U ∩ V )[x] = U [x] ∩ V [x] و (U ∪ V )[x] = U [x] ∪ V [x] (iii

.(U ◦ V )[x] =
∪

y∈V [x] U [y] (iv

داریم سوم و دوم تساوی های اثبات برای است. برقرار روشنی به نخست تساوی (i برهان.

∆(X)[x] =
{
y ∈ X : (x, y) ∈ ∆(X)

}
= {x}

و

(X ×X)[x] =
{
y ∈ X : (x, y) ∈ X ×X

}
= X.

.U [x] ⊆ V [x] اینرو از و y ∈ V [x] بنابراین .(x, y) ∈ U ⊆ V آن گاه ،y ∈ U [x] اگر (ii
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داریم منظور این به است. مشابه دیگر تساوی اثبات می کنیم. ثابت را نخست تساوی فقط (iii

(U ∪ V )[x] =
{
y ∈ X : (x, y) ∈ U ∪ V

}
=

{
y ∈ X : (x, y) ∈ U

}
∪
{
y ∈ X : (x, y) ∈ V

}
= U [x] ∪ V [x].

.(y, z) ∈ U و (x, y) ∈ V که طوری به دارد وجود y ∈ X یک و (x, z) ∈ U ◦V آن گاه ،z ∈ (U ◦V )[x] اگر (iv

.(U ◦ V )[x] ⊆
∪

y∈V [x] U [y] نتیجه، در .z ∈
∪

y∈V [x] U [y] اینرو از .z ∈ U [y] و y ∈ V [x] بنابراین

بنابراین .z ∈ U [y] که طوری به دارد وجود y ∈ V [x] یک آن گاه ،z ∈
∪

y∈V [x] U [y] اگر عکس، بر

نتیجه، در .z ∈ (U ◦ V )[x] یعنی، ،(x, z) ∈ U ◦ V اینرو از .(y, z) ∈ U و (x, y) ∈ V

.
∪

y∈V [x] U [y] ⊆ (U ◦ V )[x]

یکنواخت فضای و یکنواختی ١ . ٢

رساله این سرتاسر در که نماد چند است لازم ابهام، از پیشگیری برای یکنواخت، فضاهای و یکنواختی درباره ی بحث آغاز از پیش

کنیم. معرفی می روند، کار به گفتار در ایجاز برای

از سادگی، برای که است نامنفی حقیقی اعداد مجموعه ی ،R+ از منظور و نامنفی صحیح اعداد مجموعه ی ،Z+ از منظور

بنابراین است. شده خودداری آنها برای صفر اندیس گذاشتن

Z+ = N ∪ {٠} = {٠, ١, ٢, . . .} و R+ = [٠,∞).

یعنی، هستند، X بر گسسته متر و صفر ثابت شبه متر نمایانگر ترتیب به d٠ و ρ٠ آن گاه باشد، ناتهی مجموعه ای X اگر

ρ٠(x, y) = ٠ و d٠(x, y) =

 ١ x ̸= y,

٠ x = y
(x, y ∈ X).

می کنیم. استفاده A و A◦ از ترتیب به ،(X, τ) دلخواه توپولوژیک فضای از A زیرمجموعه ی هر بستار و درون نمایش برای

علاوه، به است. A شامل X بسته ی زیرمجموعه ی کوچکترین A و ،A در مشمول X باز زیرمجموعه ی بزرگترین A◦ بنابراین

دستگاه نمایانگر Nx و دارد خود درون در را x که است X از زیرمجموعه ای ،x همسایگی یک از منظور آن گاه ،x ∈ X اگر

یعنی، می باشد، x همسایگی

Nx = {A ⊆ X : x ∈ A◦}.

معرفی توپولوژیک فضاهای از بازی زیرمجموعه های را همسایگی ها [۵] مانکرس همچون نویسندگان از شماری اگرچه اینرو از

باشد. باز مجموعه ای همسایگی یک ندارد لزومی انجام شده، قرارداد به توجه با اما می کنند،

همسایگی نمایش برای Nr(x) از ،r > ٠ هر و x ∈ X هر برای آن گاه باشد، متریک فضای یک (X, d) اگر سرانجام،

بنابراین می کنیم. استفاده r شعاع و x مرکز به

Nr(x) =
{
y ∈ X : d(y, x) < r

}
.
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متریک فضاهای در باناخ انقباض اصل و ثابت نقطه ی مفهوم ١ . ٣

نمایش در سادگی برای اغلب ثابت، نقطه ی نظریه ی در است. دلخواه نگاشتی T : X → X و ناتهی مجموعه ای X کنید فرض

و می کنیم پیروی قاعده این از رساله ، این در نیز ما می شود. خودداری x دور کمانک گذاشتن از x ∈ X نقطه ی هر بر T کنش

.Tx می نویسیم T (x) جای به

و TS ساده تر نمادهای (T ◦ S)(x) و T ◦ S جای به آن گاه باشد، دیگری نگاشت S : X → X اگر ترتیب، همین به

که می کنیم قرارداد علاوه، به می بریم. کار به را TSx

T ٠ = idX , T ١ = T و Tn = T ◦ · · · ◦ T︸ ︷︷ ︸
بار n

n = ٢, ٣, . . . .

x ∈ X نقطه ی است. دلخواه نگاشتی T : X → X و ناتهی مجموعه ای X کنید فرض .([١.٠.٠ تعریف ،٣]) تعریف ۶ . ١

می شود. داده نشان fix(T ) با T ثابت نقاط همه ی مجموعه ی .Tx = x هرگاه می شود نامیده T ثابت نقطه ی یک

جدول یک از نمونه ای ۴ . ١

جلسه در غایبین و حاضرین تعداد :١ جدول

غایبین حاضرین روز

٣ ١۵ شنبه

٧ ٢٠ یکشنبه

٢ ١٢ دوشنبه



اهداف ٢

٩



پژوهش انجام روش ٣

١٠



زمانبندی برنامه ی ۴

کنید. وارد ١٣٩۵ / ۶ / ٣١ صورت به را تاریخ ها

١١
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